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Аннотация. В докладе предлагается модель нечеткого 

вывода, основанная на применении аппарата вероятностной 

логики и формулы Байеса. При этом набор нечетких 

продукций трансформируется в набор вероятностных 

функций, аргументами которых являются значения 

функций принадлежности входных лингвистических 

переменных, а вычисленные значения используются как 

условные вероятности при определении апостериорного 

распределения на множестве гипотез, соответствующих 

значениям выходной лингвистической переменной. 

Апостериорное распределение вероятностей используется 

при дефаззификации. Эффективность применения новой 

байесовской логико-вероятностной модели показана на 

примере. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время нет необходимости доказывать 
актуальность исследований и разработок в области нечетких 
множеств и нечеткого логического вывода, нечетких 
моделей и систем нечеткого управления. Научное 
направление, открытое на Западе, благодаря работам Л.А. 
Заде (среди которых обычно выделяют [1]), и получившее 
толчок к развитию на Востоке, благодаря быстрому 
внедрению нечетких микроконтроллеров в японскую 
бытовую электронику [2], ныне широко распространено 
повсеместно, в том числе в России (см., например [3, 4]). 
Многочисленные разработчики систем с встроенными 
элементами искусственного интеллекта постоянно 
«жертвуют точностью перед лицом ошеломляющей 
сложности» [1, с. 10] стоящих перед ними задач. 

Идея данного доклада родилась в силу того, что здесь в 
одной точке сошлись интересы разных периодов 
профессиональной жизни автора. Относительно недавно, 
несколько лет назад пришлось познакомиться с нечетким 
логическим выводом для применения его при оценивании 
выполнения практик CMMI

®
 − модели совершенствования 

процессов в организациях-разработчиках программного 
обеспечения [5, 6]. Далее, нам с соавтором работ [5, 6] 
Д. П. Бураковым, который позднее использовал 
полученный опыт в учебном процессе [7], более простым и 
эффективным в контексте оценивании выполнения 
практик CMMI

®
 показался байесовский подход [8, 9]. Тем 

более что опыт применения формулы Байеса при 
оценивании качества управленческих решений у автора к 
тому времени имелся [9]. С вероятностной логикой автор 
познакомилась еще во времена студенчества по 
монографии своих учителей [10] на кафедре ЭВМ 
ЛИИЖТа (ныне ПГУПС) и затем использовала в 
диссертационной работе. Современные области 
применения логико-вероятностного метода описаны, 
например, в [11, 12]. 

По мнению автора, при выполнении процедуры 
нечеткого вывода можно: 

 во-первых, рассматривать множество значений 
каждой выходной лингвистической переменной 
(ЛП) как источник множества байесовских гипотез 
о том, что выходная ЛП принимает некоторое 
значение из своего терм-множества; 

 во-вторых, интерпретировать оценочные «четкие» 
значения на шкалах, используемых для 
представления области определения нечетких 
переменных, входящих в терм-множество каждой 
входной ЛП, как свидетельства в пользу 
байесовских гипотез; 

 в-третьих, интерпретировать значения функций 
принадлежности нечетких множеств, 
соответствующих термам входных ЛП, то есть 
степени принадлежности оценок-свидетельств 
нечетким множествам, как аргументы 
вероятностных логических функций; 

 в-четвертых, трансформировать набор нечетких 
продукций в набор вероятностных функций, 
аргументами которых являются степени 
принадлежности оценок-свидетельств нечетким 
множествам, а вычисленные значения 
используются как условные вероятности (степени 
соответствия свидетельств предположениям об 
истинности байесовских гипотез) при определении 
апостериорного распределения на множестве 
гипотез, соответствующих значениям выходной 
ЛП; 

 в-пятых, использовать полученное для каждой 
выходной ЛП байесовское апостериорное 
распределение вероятностей при дефаззификации 
значения выходной переменной. 

Чтобы аргументировать позицию автора по вопросу, 
связанному с возможностью применения байесовского 
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логико-вероятностного подхода в процедуре нечеткого 
вывода, необходимо сначала процитировать Л. А. Заде: 
«Важно уяснить, что понятие совместимости отлично от 
понятия вероятности. Так, высказывание о том, что 
совместимость, скажем, численного значения 28 с 
лингвистическим значением "молодой" равна 0.7, не имеет 
никакого отношения к вероятности того, что значение 
переменной "возраст" равно 28. Правильная 
интерпретация значения совместимости, равного 0.7, 
состоит в том, что оно есть лишь субъективная мера того, 
насколько возраст 28 лет соответствует в представлении 
субъекта слову "молодой"… Математические операции, 
применяемые к значениям совместимости, отличны от 
операций, применяемых к значениям вероятности, хотя 
между ними и существует некоторая аналогия» [1, с. 14]. 

Здесь речь идет, по сути, о степени принадлежности 
численного значения 28 лет нечеткому множеству, 
соответствующему терму «Молодой» ЛП «Возраст». В 
принципе, можно трактовать эту степень принадлежности 
как степень соответствия свидетельства о возрасте 28 лет 
предположению об истинности гипотезы о том, что 
оцениваемый человек является "молодым", то есть в духе 
субъективной вероятности или байесовской вероятности, 
которая определяется как степень уверенности в 
истинности суждения. 

Необходимо особо отметить, кроме того, что 
определение «нечеткость – это замаскированная 
вероятность», которое упомянуто в [2, с. 18], придумано 
отнюдь не автором настоящего доклада. 

II. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ФОРМУЛЫ БАЙЕСА И 

ВЕРОЯТНОСТНОЙ ЛОГИКИ В НЕЧЕТКОМ ВЫВОДЕ 

Нечеткий логический вывод состоит из следующих 
этапов [3, 4]: 

1)  Подготовительный, на котором определяются 

входные 
1 2, , ..., mX X X  и выходные 

1 2, , ..., sY Y Y  ЛП и 

формируется система нечетких продукций 
1 2, , ..., tR R R ; 

2)  Фаззификация измеренных входных значений, то 
есть сопоставление каждому измеренному значению 

, 1,ix i m , меры принадлежности ( ), 1, ; 1,i
j

i iT
x i m j n    

каждому из термов 1 2{ , , ..., }
i

i i i

nT T T  соответствующей 

входной ЛП , 1,iX i m ; 

3)  Вывод заключений, то есть определение степени 
истинности каждого из возможных заключений о значении 
каждой выходной ЛП с использованием заданных 
нечетких продукций; 

4)  Дефаззификация, заключающаяся в нахождении 

итоговых «четких» значений * * *

1 2, , ..., sy y y  из носителей 

(шкал) каждой выходной ЛП 1 2, , ..., sY Y Y . 

Отметим, что без ограничения общности суть метода 
можно изложить в предположении, что нечеткий вывод 

использует только одну выходную переменную Y . 

Предлагаемый в данном докладе подход предполагает, 
что значения функций принадлежности входных 
переменных интерпретируются как субъективные 

вероятности: ( ) ( ); 1, , 1,i i
i j j

i

i j iX T T
P P X T x i m j n     . 

Тогда каждая нечеткая продукция вида 

 
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где { , , }     – элементарная логическая операция, 

представляется логической вероятностной функцией 

1
1 1

( , ..., )n
i n s

YT X T X T
P F P P , в которой для представления 

логических операций используются следующие операции 
над значениями соответствующих вероятностей: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

P A P A

P A B P A P B

P A B P A P B P A P B

 

  

    

 

Полученное значение вероятности 
iYT

P  трактуется как 

условная вероятность P(e
 
|
 
Hi), т.е. степень соответствия 

имеющихся свидетельств предположению об истинности 

байесовской гипотезы о том, что , {1, ..., }iY T i N  . 

Для получения апостериорного распределения 

вероятностей {P(Hi
 
|
 
e)}, 1,i N , используется формула 

Байеса: 

1

( | ) ( )
( | )

( | ) ( )
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i N

k k k

k

w P e H P H
P H e
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
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где N – число гипотез и свидетельств (в пользу каждой 
гипотезы формируется одно свидетельство), wi – вес i-ой 

продукции, [0;1]iw  , а P(Hi) – априорная вероятность 

соответствующей гипотезы, 1,i N . 

Поскольку в контексте нечеткого логического вывода 
априорное распределение вероятностей P(Hi) не 
используется, оно принимается равномерным: P(Hi) = 1/N, 

1,i N . Тогда соответствующие вероятности в формуле 

(1) можно сократить, приведя ее к следующему виду: 

1

( | )
( | )

( | )

i i

i N

k k

k
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
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В случае, если в пользу одной и той же гипотезы 
имеется несколько свидетельств (продукций), следует 

выполнить редукцию множества продукций 1 2, , ..., tR R R , 

объединив все продукции с одинаковым заключением в 
одну. Посылка этой итоговой продукции формируется из 
исходных посылок путем преобразования их к ОДНФ − 
ортогональной ДНФ. 
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Преобразование к ОДНФ выполняется по известному 
алгоритму Ю. В. Мерекина [13], на который ссылаются в 
работах [10, 11]. Если F(x1, x2, …, xm) – функция алгебры 
логики от m логических переменных, то получить 
эквивалентную ей логическую функцию F'(y1, …, ys) в 
ОДНФ можно следующим образом: 

1. F(x1, x2, …, xm) приводится к ДНФ, и далее в ДНФ 
производятся все поглощения и склеивания. 

2. Всем элементарным произведениям yi в ДНФ 
присваиваются порядковые номера 1, …, s, причем 
произведениям, состоящим из меньшего числа 
переменных, присваиваются меньшие номера. 

3. Выполняется преобразование: 

1 1
1

1 1 2 1 2 3 1 2 1

( ,..., ) ( ,..., )

... ...

s

m s j
j

s s

F x x F y y y

y y y y y y y y y y





  

    


 (3) 

Правила формального перехода от функции алгебры 
логики, заданной в ДСНФ или ОДНФ, к соответствующей 
функции вероятностной логики следующие [10]: 

1)  логические переменные x1, x2, …, xm заменяются 
соответствующими вероятностями p1, p2, …, pm; 

2)  вместо отрицаний 
ix используются 1

 
–

 
pi; 

3)  знаки конъюнкции и дизъюнкции заменяются 
знаками арифметического умножения и сложения 
соответственно. 

На этапе дефаззификации используется полученное для 
каждой выходной ЛП байесовское апостериорное 
распределение вероятностей (2) на множестве гипотез о 
том, что выходная ЛП принимает некоторое значение из 
своего терм-множества. Автор считает, что при 
дефаззификации, в принципе, можно руководствоваться 
простыми соображениями, не связанными напрямую с 
видом функций принадлежности термов выходной ЛП. 
Достаточно использовать, например, граничные точки-
значения на интервалах шкал, используемых для 
представления области определения нечетких 
переменных-термов, «взвешивать» их с помощью 
байесовских апостериорных вероятностей истинности 
гипотез и суммировать полученные результаты. 

В докладе Д. П. Буракова «Этап дефаззификации 
нечеткого вывода: традиционный и байесовский логико-
вероятностный подход» в настоящем сборнике 
предлагается и обосновывается способ дефаззификации, 
использованный в демонстрационном примере, который 
приводится ниже. Дефаззификация выполняется путем 
вычисления математического ожидания дискретной 
случайной величины, значениями которой являются 
средние точки интервалов термов выходной ЛП, а законом 
распределения – полученное на этапе логического вывода 
распределение вероятностей на множестве гипотез о том, 
что выходная переменная получит значение из своего 
терм-множества. 

III. ПРИМЕР 

В качестве поясняющего примера используем 
известную задачу – «Ужин в ресторане». Необходимо 
разработать экспертную систему для определения суммы 
чаевых, которые нужно оставить официанту заведения, в 
зависимости от уровня обслуживания и качества 
приготовления заказанных блюд. Сервис и качество еды 
посетитель оценивает по 10-балльной шкале, а величину 
выплачиваемых чаевых – в процентах (от 0 до 25% от 
стоимости ужина). Данная нечеткая модель входит в число 
демонстрационных примеров MATLAB [3], но здесь 
используется в редакции, представленной в [14]. 

В системе нечеткого логического вывода необходимо 
сформулировать ЛП для оцениваемых показателей, 
определить на шкалах показателей функции 
принадлежности термов ЛП и сформировать систему 
нечетких продукций, использующих в посылках и 
заключениях высказывания о значениях ЛП. 

В рассматриваемую систему нечеткого вывода 
включены следующие продукции с весами, равными 1: 

1) ЕСЛИ Сервис = «Плохой» ИЛИ Еда = «Невкусная» 
ТО Чаевые = «Маленькие»; 

2) ЕСЛИ Сервис = «Хороший» ТО Чаевые = 
«Средние»; 

3) ЕСЛИ Сервис = «Отличный» И Еда = «Вкусная» ТО 
Чаевые = «Большие». 

Функции принадлежности термов ЛП «Сервис», «Еда» 
и «Чаевые» приведены на рис. 1 – 3. 

0 5       10       15      20       25
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Маленькие   Средние          Большие

 
Рис. 1. Термы лингвистической переменной «Сервис» 
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Рис. 2. Термы лингвистической переменной «Еда» 
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Рис. 3. Термы лингвистической переменной «Чаевые» 
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Таблицы I и II содержат табулированные значения 
функций принадлежности термов ЛП «Сервис» и «Еда». 

ТАБЛИЦА I  ЛИНГВИСТИЧЕСКАЯ ПЕРЕМЕННАЯ «СЕРВИС» 

Значения 

ЛП 

Значения шкалы (баллы) 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Плохой 1,0 0,9 0,7 0,4 0,2 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 

Хороший 0,0 0,1 0,4 0,7 1,0 0,7 0,4 0,1 0,0 0,0 

Отличный 0,0 0,0 0,0 0,2 0,4 0,5 0,8 0,9 1,0 1,0 

НМ Степени принадлежности нечетким множествам 

ТАБЛИЦА II  ЛИНГВИСТИЧЕСКАЯ ПЕРЕМЕННАЯ «ЕДА» 

Значения 

ЛП 

Значения шкалы (баллы) 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Невкусная 1,0 0,9 0,7 0,4 0,2 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 

Вкусная 0,0 0,0 0,1 0,3 0,4 0,5 0,7 0,9 1,0 1,0 

НМ Степени принадлежности нечетким множествам 

 

Используя процедуру нечеткого вывода в соответствии 
с изложенным байесовским логико-вероятностным 
подходом, определим размер чаевых для следующих 
случаев: 

1) сервис оценен в 3, а еда – в 8 баллов; 
2) сервис и еда получили оценки 5 баллов. 

Результаты представлены в таблицах III и IV 
соответственно, причем размер чаевых в таблице III 
практически совпадает с результатом нечеткого вывода 
традиционным способом, который приводится в [14] для 
аналогичного набора входных «четких» переменных. 

ТАБЛИЦА III  ВЫВОД РАЗМЕРА ЧАЕВЫХ (1) 

№ гипотезы Hi 1 2 3 Вероятности P(e|Hi) 

Продукция 1 

P(e|H1) 
0,7   0,7+ 0 – 0,7*0 = 0,7 

Продукция 2 
P(e|H2) 

 0,4  0,4 

Продукция 3 

P(e|H3) 
  0,0 0*0,9 = 0,0 

Распределение 

P(Hi|e) 
0,64 0,36 0,0 

Результат: 
2,5*0,64 + 12,5* 0,36 

+ 22,5*0,0 = 6,1% 

ТАБЛИЦА IV  ВЫВОД РАЗМЕРА ЧАЕВЫХ (2) 

№ гипотезы Hi 1 2 3 Вероятности P(e|Hi) 

Продукция 1 

P(e|H1) 
0,36   

0,2+0,2 – 0,2*0,2 = 

0,36 

Продукция 2 
P(e|H2) 

 1,0  1,0 

Продукция 3 

P(e|H3) 
  0,16 0,4*0,4 = 0,16 

Распределение 

P(Hi|e) 
0,24 0,65 0,11 

Результат: 

2,5*0,24 + 12,5* 0,65 
+ 22,5*0,11 = 11,2% 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В докладе предложена модель нечеткого вывода, 
основанная на применении вероятностной логики и 
формулы Байеса. При этом набор нечетких продукций 
трансформируется в набор вероятностных функций, 
аргументами которых являются значения функций 
принадлежности термов входных ЛП, а вычисленные 
значения используются как условные вероятности 
(степени соответствия свидетельств предположениям об 
истинности байесовских гипотез) при определении 
апостериорного байесовского распределения на множестве 
гипотез, соответствующих значениям выходной ЛП. 

Апостериорное распределение вероятностей 
используется при дефаззификации значения выходной ЛП. 
Способ дефаззификации предлагается и обосновывается в 
докладе Д. П. Буракова «Этап дефаззификации нечеткого 
вывода: традиционный и байесовский логико-
вероятностный подход» в настоящем сборнике. Искренняя 
признательность ему за сотрудничество. 

Эффективность применения новой байесовской логико-
вероятностной модели нечеткого вывода показана на 
примере. 
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